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(tan 65)* dependence of the reflectivity which holds
for the kinematical limit is also satisfied in the range
of the vibration amplitudes above the value u#. This
is in agreement with our theoretical prediction based
on (18).

4. Concluding remarks

We have investigated the dependence on the neutron
wavelength of the integrated reflectivity of perfect
and nearly perfect vibrating crystals in symmetrical
diffraction geometries, the vibration vector u being
always parallel to the diffraction vector h. We have
verified the predictions of the wave-optical theory
developed for the Bragg case and which is valid for
any value of the vibration amplitude, from the perfect
crystal to the kinematical limit. In the Laue case, our
measurements could be used to discuss the rather
large range of validity of (18) which is a simple
approximation for the reflectivity of a deformed
crystal.

Acta Cryst. (1990). A46, 826-831
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Euklidische Normalisatoren fiir trikline und monokline Raumgruppen bei spezieller Metrik
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Abstract

A listing of the Euclidean normalizers for triclinic
and monoclinic space groups having translation lat-
tices with specialized metric is given. These nor-
malizers have not been included in previous tabula-
tions. For convenience, in the case of monoclinic
space groups, only the second setting (¢-axis unique)
is considered and the metric of the cells is restricted
within certain limits which warrant that all specialized
cases and all cell choices according to International
Tables for Crystallography [(1987) Dordrecht:
Kluwer] are included.

Die zunehmende Bedeutung des Konzepts der eu-
klidischen und affinen Normalisatoren von Raum-
gruppen wird auch durch die Aufnahme entsprechen-
der Tabellen in die neueste Auflage des Bandes A der

0108-7673/90/100826-06$03.00

International Tables for Crystallography verdeutlicht
(Koch & Fischer, 1987). Ebenso wie in fritheren
Zusammenstellungen (Hirshfeld, 1968; Gubler,
1982a, b; Fischer & Koch, 1983) sind dort die
euklidischen Normalisatoren aber nur fur solche
Raumgruppen aufgefiihrt, deren Translationengitter
keine speziellen metrischen Eigenschaften haben.
Entspricht bei einem bestimmten Raumgrup-
penexemplar die Gittermetrik aber einer hoheren
Kristallfamilie, d.h. gehdrt die Punktgruppe des Git-
ters zu einer anderen Familie als die Raumgruppe
selbst, dann kann der zugehorige euklidische Nor-
malisator ebenfalls eine hohere Symmetrie haben als
es dem Normalfall fir diesen Raumgruppentyp
entspricht.

Der euklidische Normalisator einer jeden Raum-
gruppe ist eine Untergruppe ihres affinen Nor-
malisators. Beide Normalisatoren sind fiir den
allgemeinen Fall, d.h. bei nicht spezialisierter Metrik

© 1990 International Union of Crystallography
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des Translationengitters, gemeinsam tabelliert
(Gubler, 1982a; Koch & Fischer, 1987), und es ist in
den meisten Fallen kein Problem, auch fiir eine
Raumgruppe mit speziellen metrischen Eigen-
schaften den zugehorigen euklidischen Normalisator
daraus abzuleiten. Fiir alle tetragonalen, trigonalen
(und rhomboedrischen), hexagonalen und kubischen
Raumgruppen sind die beiden Normalisatoren iden-
tisch, d.h. metrische Sonderfalle fiir den euklidischen
Normalisator konnen nicht auftreten. Dagegen kann
der wahre euklidische Normalisator einer orthorhom-
bischen Raumgruppe infolge einer metrischen
Spezialisierung tetragonal oder kubisch sein,
wiahrend man in den Tabellen nur den orthorhombi-
schen Allgemeinfall findet. Dann laft sich der wahre
Normalisator aber sehr leicht als Zwischengruppe
zwischen dem affinen Normalisator und dem tabel-
lierten euklidischen Normalisator ableiten. Ein
entsprechendes Beispiel ist bei Koch & Fischer (1987)
gegeben.

Auch fiir trikline und monokline Raumgruppen ist
der euklidische Normalisator Untergruppe des
affinen Normalisators. Aber anders als fiir die iibrigen
Kristallsysteme ist solch ein affiner Normalisator
nicht zu irgendeiner Bewegungsgruppe isomorph und
1afit sich daher auch nicht durch ein (eventuell
modifiziertes) = Hermann-Mauguin-Raumgruppen-
symbol charakterisieren. Infolgedessen ist die Bestim-
mung der metrischen Sonderfille fiir die euklidischen
Normalisatoren uniibersichtlicher als im orthorhom-
bischen System, und es erscheint zweckmapig, solche
metrischen Sonderfélle explizit aufzulisten.

In Tabelle 1 sind die metrischen Spezialfélle fiir
die euklidischen Normalisatoren der monoklinen
Raumgruppen zusammengefafit. Aufler orthorhom-
bischen koOnnen sowohl tetragonale als auch
hexagonale Bewegungsgruppen als Normalisatoren
auftreten. Da die konventionelle kristallographische
Beschreibung tetragonaler und hexagonaler Gruppen
die c-Richtung auszeichnet, ist es zweckmapig, sich
bei den monoklinen Raumgruppen auf die
sogenannte zweite Aufstellung zu beziehen, bei der
die monokline Achse in c-Richtung verlauft.
Unnotige Achsenvertauschungen wurden dadurch
vermieden.

Die Symmetrie des euklidischen Normalisators
einer monoklinen Raumgruppe hingt von nur zwei
metrischen Parametern ab. Eine recht iibersichtliche
Darstellung aller metrischen Sonderfille erreicht
man, wenn man das Achsenverhiltnis a/b und den
Kosinus des monoklinen Winkels y als Parameter
verwendet. Will man fiir jeden Raumgruppentyp alle
unterschiedlichen Fille genau einmal erfassen, so
darf man fiir die metrischen Parameter a/ b und cos y
allerdings nicht alle Wertpaare zulassen, sondern man
muf sich auf einen bestimmten Bereich beschridnken,
dessen Grenzen vom jeweiligen Raumgruppentyp
abhingen. Fiir die erste Aufstellung der monoklinen
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Raumgruppen sind solche Bereiche von Parthé &
Gelato (1985) dargestellt und ausfiihrlich diskutiert
worden; darauf basieren die in Fig. 1-4 abgesteckten
Bereiche.

In Fig. 1 ist der geeignete Parameterbereich fiir die
Raumgruppentypen P2, P2,, Pm, P2/m und P2,/m
dargestellt. Jede Raumgruppe dieser Typen 14ft sich
eindeutig genau einem Punkt im Inneren oder auf
dem Rand des dargestellten Bereichs zuordnen. Alle
metrischen Sonderfélle fiir die Translationengitter
entsprechen den drei Randgeraden oder ihren
Schnittpunkten und sind mit einer speziellen Sym-
metrie des euklidischen Normalisators verkniipft. Fiir
cos ¥ =0 entartet das Translationengitter der Raum-
gruppe zu einem orthorhombischen P-Gitter, und der
euklidische Normalisator wird Pmmm. Fir a/b=1
und fiir a/ b = -2 cos v ergibt sich dagegen ein ortho-
rhombisches C-Gitter als Translationengitter, und der
euklidische Normalisator ist in beiden Fallen Cmmm.
Die zugehorigen Rénder (in Fig. 1 gestrichelt) unter-
scheiden sich im Gitterwinkel fiir die primitive Zelle
mit rhombenformiger Basisfliche, die man fiir jedes
oC-Gitter wihlen kann,; fiir a/b =1 liegt er zwischen
90 und 120°, wahrend er fiir a/b= -2 cos y grofer
als 120° ist. Fir y=90° und a=b erhilt man ein
tetragonales P-Gitter und einen tetragonalen eu-
klidischen Normalisator, wahrend sich fiir y=120°
und a=>b ein hexagonales P-Gitter und ein
hexagonaler euklidischer Normalisator ergeben.

Fiir jede der restlichen monoklinen Raumgruppen-
typen gibt es trotz Beibehaltung der zweiten Aufstel-
lung drei gleichberechtige, unterschiedliche Maglich-
keiten fir die Zellenwahl (cell choice 1, 2, 3), die
auch in den International Tables for Crystallography
gelistet sind und die sich durch ihre Symbole unter-
scheiden lassen (z.B. A112/m, B112/mund 1112/ m).
Als Folge davon gibt es zwei unterschiedliche Wege,
um den Parameterbereich fiir diese Raumgruppen-

amw.l._a_—b__l,
P —
1

B /

o7

0.21

0.0

Fig. 1. Parameterfeld fiir alle unterschiedlichen Raumgruppen der
Typen P2, P2,, Pm, P2/m und P2,/m.
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Tabelle 1. Euklidische Normalisatoren fiir monokline Raumgruppen

ag, bg, ¢! Basisvektoren des euklidischen Normalisators.

l Nr l Raumgruppe

|

Euklidischer Normalisator

Bereich gemiB Fig.1: || monokline | a < a=b a<b a= a=b
—2cosy<a/b<1 Metrik ¥ =90° 90° < v < 120° | 2cosy = —a/b | v =90° v = 120°
90° < v < 120° ap=1a |ap=1a |ag=3}(a-b) |ap=3a ag = ja ag = ia
bg = %b be = %b bg = %(a+b) bg = %a-l-b bg = %b bg = :ll-b
Cg = €C CE = E£EC CEg =E€C CEg = €C CE = €&C Cgp = €cC
P112 P'112/m | P'mmm | C'mmm C'mmm Pl4/mmm | P'6/mmm
P112, P112/m | Plmmm | C'mmm C'mmm P'4/mmm | P'6/mmm
ag =¢€a ag =<1a | ag = €1(a—b) ag =¢)a ag = ¢€a ag = <a
bg =<3b | bg =e2b | bp =g3(a+b) | bg = €a(3a+b) | bgp =<b bg = ¢b
cg::l;c CE=%C cg:%c cg:.—l;c CEz-é- cEz%c
I 6 | Pllm P2112/m | P’mmm | P?’mmm Pimmm P%4/mmm | P*6/mmm
ag = %a ag = %a ag = %(a—b) ag = %a ag = %a ag = %a
be=14ib {bg=1b | bg=i(ath) |bg=jat+b bg = 1b bg = ib
CE=%C cE;::l;c cEz%c cE=%c cEz;l;c CE:.'%C
10 | P112/m P112/m Pmmm | Cmmm Cmmm P4/mmm | P6/mmm
11 | P112,/m P112/m Pmmm | Cmmm Cmmm P4/mmm | P6/mmm
Bereich gemaB Fig.2: || monokline | a < a=1b a<b a=1b
—cosy<afb<1 Metrik v =90° 90° <y < 180°* | cosy = —a/b | v=190°
90° £ 7 < 180° ag = %a ag = %a ag = %(a-b) ag = %a agp = %a
bg=4b |be=13b | bg=3j(ath) bg = L(a+b) | be =1b
cp = €c cg=¢ec |cg=cc cg =¢€c cg =€c
Iif)l 1112 Pl112/m | P!mmm | C'mmm Plmmm Pl4/mmm
agp =¢a | ag =¢,a | ag = ¢€,(a—b) agp = ¢€,a ap =e€a
bg =€e3b | bg =e2b | bg = €2(a+b) bg =¢e2(a+b) | bg =¢€b
cE = 3¢ cE=1%c |cp=jc cg = 3¢ cE = 3¢
Plln P2112/m | P’mmm | P mmm P2mmm P24 /mmm
I1lm P2112/m | P?’mmm | P?mmm PZmmm P%4/mmm
I116 (I1lla) P2112/m | P*mmm | P%ccm P?mmm P24, /mme
ag =ia |agp=13a |ag=3(a-b) ag = 3a ap = 3a
bg=1b |bg= ib | bg = j(a+b) bg = 1(a+b) | bg=4{b
cE=%c cg:%c cg:%c CE=.1-,C cg:%c
12 | 1112/m Pl12/m Pmmm Cmmm Pmmm P4/mmm
13 | P112/n P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
14 | P112,/n P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
15 | I112/b (I1112/a) | P112/m Pmmm | Ccem Pmmm P4y /mmce

* inklusive v = 120°

** inklusive b = av/2, v = 135°

typen so festzulegen, daB alle unterschiedlichen Fille
genau einmal erfa8t werden.

(1) Man beschrankt sich fiir einen bestimmten
Raumgruppentyp willkiirlich auf eine der drei
Maoglichkeiten fiir die Zellenwahl. Ein entsprechen-
der Parameterbereich ist in Fig. 2 fiir die Zellenwahl

2bei P11n, P112/nund P112,/n bzw. fiir die Zellen-
wahl 3 bei 1112, I11m, I111b (I11a), I112/m und
I112/b (1112/a) dargestellt. Entsprechendes gilt fiir
Fig. 3 und Pllq, P112/a und P112,/a (Zellenwahl
1) bzw. B112, Bl1lm, Blin (B11b), B112/m und
B112/n (B112/b) (Zellenwahl 2) und fiir Fig. 4 und
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Tabelle 1 (Fortsetzung)

| Nr ] Raumgruppe

|

Euklidischer Normalisator

Bereich gema8 Fig.3: monokline 2cosy = —afbt | cosy = —b/a a=b/2
—2cosy<afb< —1/cosy || Metrik vy=90°1"|90° <y <135° | 90° <y < 135° | ¥ = 135°
o o
0 <y<139 ag = ia ag=1ia |ag=1ia ag = 1(a+b) ag = 3(a+b)
be=4b |bg=13b |bg=1la+b bg = ib be = 1b
CE = €c Ce=¢c |cgp=ec cg = ¢ec CE = £
| 5 I B112 P'112/m | P!mmm | C'mmm Plmmm P'4/mmm
ag =¢€1a | ag =¢€ja | ag =¢€,a ag = ¢;(a+b) ag = €(a+b)
bg =e3b | bg =¢eb | bg = eg(%a+b) bg = ¢3b bg =¢b
ce=lc |ep=lc |ep=ie g = Le g = ke
71| Plla P2112/m | P mmm | P’mmm P?mmm P%*4/mmm
Bllm P2112/m | P’mmm | P?mmm Pmmm P24 /mmm
Blln (B11b) P?112/m | P’mmm | P%ccm P?mmm P24y /mmec
ag=4a |ag=43a |ag=ia ag = $(a+b) ag = $(a+b)
be=1ib |bg= %b bg = fa+b beg = ib be = 1b
CE=%C CE—%C CE=%C cE = 3¢ CE=%C
12 | B112/m P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
13 | P112/a P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
14 | P112,/a P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
15 | B112/n (B112/b) Pl112/m Pmmm | Ccem Pmmm P4, /mmc
t inklusive a = b t inklusive a = b, v = 120°
Bereich gemiB Fig.4: monokline 2cosy = —b/at | cosy = ~a/b b=av2
—cosy<a/b<—1/(2cosv) || Metrik 7=90°"T | 90° <y < 135° | 90° <y < 135° | vy = 135°
90° sy < 13%° ag = %a ag = %a ag = a+~é—b ag = %a ag = %a
bg=4ib |bg=1b |bg=1}b bg = }(a+b) be = }(a+b)
cg =€c cg=¢€c |cgp=c¢c cE =€c CE = €c
| 5] 4112 P'112/m | Ptmmm | Clmmm P'mmm P'4/mmm
ag=¢€a |ag=¢a |ap=¢(at+}b) |apg=¢a ag =¢€a
bg =¢2b bg =¢g2b | bg = g9b bg = 62(a+b) bg = e(a+b)
cg=1c cg =3¢ |cg=ic cg = te ce = ic
7| P11b P%112/m | P’mmm | P’mmm P?mmm P24 /mmm
Allm P?2112/m | P?’mmm | P’mmm P’mmm P*4/mmm
91 Alla P?2112/m | P?’mmm | P%ccm P mmm P24,y /mmec
ag = %a ag = %a ag = a+%b ag = %a ag = %a
bg=1b [bg=1b |bg=1b be = L(at+b) | bg = L(a+b)
ceg = ic ce = ic cEz%c ce = tc cE;_%c
12 | A112/m P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
13 | P112/b P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
14 | P112y/b P112/m Pmmm | Cmmm Pmmm P4/mmm
15 | All2/a P112/m Pmmm | Ccem Pmmm P4,y /mmec

' inklusive a = b

¢ inklusive a = b,

v = 120°
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Al12, Allm, Alla, A112/m und A112/a (Zellen-
wahl 1) bzw. P11b, P112/bund P112,/b (Zellenwahl
3).

Im Gegensatz zu den weiter oben im Zusammen-
hang mit Fig. 1 diskutierten Féllen fiihrt bei den

rom - :i .3 —
aiba8~ \\\\\/// \.\.\_‘7./
/ I’\j/
d /

a- \/ ;/
04:§// ',/°\

=
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~
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Fig. 2. Parameterfeld fiir alle unterschiedlichen Raumgruppen der
Typen Plln, P112/n, P112/n, 1112, I11m, I11b (I11a),
I112/m und I1112/b (I112/a) bezogen auf die jeweils
angegebene Zellenwahl.
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Fig. 3. Parameterfeld fiir alle unterschiedlichen Raumgruppen der
Typen Plla, P112/a, P112,/a, B112, Bllm, Blin (B11b),
B112/m und B112/n (B112/b) bezogen auf die jeweils
angegebene Zellenwahl.
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genannten Raumgruppentypen nicht jede metrische
Spezialisierung des Translationengitters auch zu einer
Symmetrieerhohung des euklidischen Normalisators.
Die metrischen Sonderfalle ohne Erh6hung der Nor-
malisatorsymmetrie entsprechen den beiden diinnen
Linien, mit denen in den Fig. 2-4 die Parameterfelder
jeweils unterteilt sind. Es gehoren also hier alle
Punkte im Inneren der dargestellten Gebiete zu
Raumgruppen mit monoklinen euklidischen Nor-
malisatoren. Die drei Randlinien beschreiben
dagegen drei unterschiedliche Sonderfille mit ortho-
rhombischer Metrik und orthorhombischen euklidi-
schen Normalisatoren. Durch die Art der Linien und
durch die Schraffur ist deutlich gemacht, wie sich die
Linien und Teilgebiete in den Fig. 2-4 jeweils
entsprechen. Hexagonale Gittermetrik liegt nicht fiir
Eckpunkte der Parameterbereiche vor, sondern fiir
nicht weiter ausgezeichnete spezielle Punkte auf den
Ridndern (y=120°, a=>b). Infolgedessen sind die
zugehorigen euklidischen Normalisatoren auch nicht
hexagonal sondern nur orthorhombisch. Fiir die
Raumgruppen mit tetragonaler Gittermetrik sind die
euklidischen Normalisatoren zur einen Hailfte eben-
falls nur orthorhombisch (Fig. 2: —cos y=a/b=
2Y2/2; Fig. 3, 4: y=90°, a = b), zur anderen Hilfte
sind sie dagegen tetragonal (Fig. 2: y=90°, a=b;

—
alb —\
=

\D
- 1
»o "
R BSS— N
14—V v

1.21

1.0

0.81

0.61

0.4

02

0.0

Fig. 4. Parameterfeld fiir alle unterschiedlichen Raumgruppen der
Typen P11b, P112/b, P112,/b, A112, Allm, Alla, A112/m
und A112/a bezogen auf die jeweils angegebene Zellenwahi.
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Fig. 3: —cos y=2"%/2, a/b=2"?; Fig. 4: —cos y=
a/b=2"2/2).

(2) Man betrachtet nur den in Fig. 1 dargestellten
Parameterbereich, bezieht dann aber fiir jeden Raum-
gruppentyp alle drei Moglichkeiten der Zellenwahl
(cell choice 1, 2, 3) in die Uberlegungen ein. Man
darf sich also z.B. nicht auf A11m beschranken, son-
dern man muB3 innerhalb des kleinen Parameter-
bereiches auch Bllm und I11m betrachten, wenn
man tatsdchlich alle Raumgruppen dieses Typs
erfassen will. Allerdings entsprechen dann nicht alle
Réinder dieser kleineren Gebiete verschiedenen
metrischen Sonderfillen (vergl. Fig. 2-4).

In Tabelle 1 sind die euklidischen Normalisatoren
fiir alle monoklinen Raumgruppen zusammengefaft,
gegebenenfalls fiir alle drei Mdglichkeiten der Zellen-
wahl. Dabei ist auf die in den Fig. 1-4 dargestellten
Parameterbereiche Bezug genommen. Die eukli-
dischen Normalisatoren sind jeweils durch ein
(modifiziertes) Hermann-Mauguin-Raumgruppen-
symbol charakterisiert. Die Beziehungen zwischen
den Basisvektoren der Raumgruppe a, b, ¢ und den
Basisvektoren des euklidischen Normalisatorsag, bg,
¢ sind ebenfalls angegeben. Fiir die Kristallklassen
2 und m enthalten die Normalisatoren kontinuier-
liche Translationen in einer oder in zwei Gitterrich-
tungen. Solche Normalisatoren sind durch Symbole
gekennzeichnet, die anstelle des Bravais-Buchstaben
die Symbole P!, C' bzw. P? enthalten (vergl. auch
Z', Z? bei Hirshfeld, 1968). Die infinitesimale Linge
der entsprechenden Basisvektoren wird durch den
Faktor € ausgedriickt.

Fir die triklinen Raumgruppen sind sdmtliche
metrischen Sonderfille mit einer Symmetrieerho-
hung des euklidischen Normalisators verkniipft.
Abweichend zu der Darstellung fiir die monoklinen
Gruppen sind in Tabelle 2 die metrischen Spezialfille
fiir P1 und P1 durch die Angabe des entsprechenden
Bravaistyps gekennzeichnet. Fiir P1 ist der eu-
klidische Normalisator immer die Eigensym-
metriegruppe eines passend gewidhlten Punktgitters.
Dabei gilt fiir die Basisvektoren ag =3a, bg =1b und
ce =3¢, wobei sich a, b und ¢ nicht auf die primitive
Elementarzelle von P1, sondern auf die gegebenen-
falls zentrierte Zelle fiir den entsprechenden metri-
schen Spezialfall beziehen.

Fiir P1 enthalten die euklidischen Normalisatoren
immer kontinuierliche Translationen in drei unab-
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Tabelle 2. Euklidische Normalisatoren fiir trikline
Raumgruppen
Basisvektoren des euklidischen Normalisators:

Pl: ag=¢a, by =¢b, cg =¢c;
Pl:ag=3a, b =1b, cp=1c.

Raumgruppe
Bravais- P1 Pl
Typ Euklidischer Normalisator
aP P31 P1
mP P32/m P2/m
mA P32/m A2/m
oP P3mmm Pmmm
oC P3mmm Cmmm
oF P3mmm Fmmm
ol Pimmm Immm
tP P34/mmm | P4/mmm
tI P34/mmm | I4/mmm
hP P36/mmm | P6/mmm
hR P33m1 R3m
cP P3m3m Pm3m
cF P3m3m Fm3m
cl P3m3m Im3m

hingigen Raumrichtungen, welche durch P’ sym-
bolisiert werden sollen. Man kann diese Nor-
malisatoren daher leicht von denen fiir P1 ableiten,
indem man den Bravais-Buchstaben im Symbol durch
P? ersetzt.

Herrn Professor W. Fischer danken wir fiir wert-
volle Anregungen.
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